
Marche aléatoire dans Zd.
Leçons : 260, 262, 264, peut-être aussi 234, 235, 241.

Référence : sans référence (donc à bien réviser).

Théorème 1

Soit d ∈ N∗. Notons (e1, . . . , ed) la base canonique de Rd. Soit (Xn)n∈N∗
une suite de variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées
de loi uniforme sur {e1,−e1, . . . , ed,−ed}. Posons S0 = (0, . . . , 0) =: 0

et pour tout n ∈ N∗ Sn =
n∑
k=1

Xk. Le nombre moyen de passages en 0

est fini si et seulement si la dimension d est supérieure ou égale à 3, i.e.

E(
+∞∑
n=0

1{Sn=0}) < +∞⇔ d ≥ 3.

Corollaire 2

Si d ≥ 3 alors presque sûrement la marche aléatoire part à l’infini (i.e.
P(||Sn||1 → +∞) = 1).

Corollaire 3
Si d ≤ 2 alors presque sûrement la marche aléatoire passe une infinité de
fois par 0.

Preuve du Théorème 1 :

E(
+∞∑
n=0

1{Sn=0}) =
+∞∑
n=0

P(Sn = 0) =
+∞∑
k=0

P(S2k = 0) par convergence mo-

notone (pour la première égalité) et parce qu’il faut un nombre pair de pas
pour revenir à l’origine (pour la seconde égalité).

Posons fn :


Rd → C
x 7→ ϕSn(2πx) =

∑
k∈Zd∩B̄||.||1 (0,n)

P(Sn = k)e2iπk.x .

Par linéarité de l’intégrale (et en remarquant que Zd∩ B̄||.||1(0, n) est fini)
on a : P(Sn = 0) =

∫
[0,1]d

fn(t)dt, et, par indépendance des Xi :

∀x ∈ Rd fn(x) =
n∏
i=1

ϕXi
(2πx) = (ϕX1(2πx))n.
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Posons f :


Rd → C

x 7→ ϕX1(2πx) =
d∑
j=1

1

2d
(e2iπxj + e−2iπxj) =

1

d

d∑
j=1

cos(2πxj)
.

Ainsi, E(
+∞∑
n=0

1{Sn=0}) =
+∞∑
k=0

∫
[0,1]d

(f(t))2kdt =

∫
[0,1]d

+∞∑
k=0

(f(t))2kdt (Fubini-

Tonelli car pour tout k ∈ N f(t)2k ∈ [0, 1]) or
∫

[0,1]d

+∞∑
k=0

(f(t))2kdt =

∫
[0,1]d

1

1− (f(t))2
dt

car pour presque tout t (f(t))2 6= 1 (car (f(t))2 = 1 ⇔ cos(2πt1) = · · · =
cos(2πtd) = ±1⇔ (t1, . . . , td) ∈ {0, 1}d ou (t1, . . . , td) = (1

2
, . . . , 1

2
)) donc :

E(
+∞∑
n=0

1{Sn=0}) =

∫
[0,1]d

1

1− (f(t))2
dt.

Remarquons que f(x) =
1

d

d∑
j=1

(1 − 2π2x2
j + o(||x||22)) = 1 − 2π2

d
||x||22 +

o(||x||22) (les o étant en 0) donc 1− (f(x))2 = 4π2

d
||x||22 + o(||x||22) donc :

1− (f(x))2 ∼ 4π2

d
||x||22 donc

1

1− (f(x))2
∼ d

4π2

1

||x||22
donc 1

1−f2 est intégrable au voisinage de (0, . . . , 0) ssi d ≥ 3 (en utilisant
ce résultat pour 1

||x||22
, que l’on obtient en passant en coordonnées sphériques

(resp. polaires) en dimension 3 (resp. 2) et en remarquant que si d ≥ 3 alors
1
||x||22
≤ 1

x21+x22+x23
)

or 1
1−f2 est invariante par translation de Zd et de (1

2
, . . . , 1

2
)

donc
∫

[0,1]d

1

1− f 2
dt < +∞ ssi d ≥ 3

donc E(
+∞∑
n=0

1{Sn=0}) < +∞ ssi d ≥ 3.

Preuve du Corollaire 2 :

Remarquons que pour tout k ∈ Zd et pour tout n ∈ N : P(Sn = k) > 0⇒

P(Sn+||k||1 = 0|Sn = k) =
P((Xn+1, . . . , Xn+||k||1) chemin de k à 0 ∩ Sn = k)

P(Sn = k)

=P((Xn+1, . . . , Xn+||k||1) chemin de k à 0)

≥ 1

(2d)||k||1
> 0
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par indépendance desXi pour l’égalité et en considérant le chemin (k1, . . . , kd)→
(0, k2, . . . , kd)→ (0, 0, k3, . . . , kd)→ · · · → (0, . . . , 0) pour l’inégalité.

Ainsi pour tout k ∈ Zd :

E(
+∞∑
n=0

1{Sn = k}) = sup
N∈N

N∑
n=0

P(Sn = k)

≤ sup
N∈N

||k||1+N∑
n=||k||1

P(Sn = 0)

P(Sn = 0|Sn−||k||1 = k)
≤ (2d)||k||1E(

+∞∑
n=0

1{Sn=0})

qui est finie si d ≥ 3 d’après le Théorème 1.

Ainsi, pour tout n ∈ N, la marche aléatoire ne passe presque sûrement
qu’un nombre fini de fois par des points de Zd ∩ B̄||.||1(0, n) (qui est fini)
donc presque sûrement ||Sn||1 −→

n→+∞
+∞ (car une intersection dénombrable

d’évènements presque sûrs est presque sûr).

Preuve du Corollaire 3 :

Considérons la variable aléatoire T = sup{n ∈ N, Sn = 0}.

Nous voulons montrer que P(T = +∞) = 1 si d ≤ 2.

P(T < +∞) =
+∞∑
n=0

P(T = n)

=
+∞∑
n=0

P(Sn = 0 et ∀m > n (Xn+1, . . . , Xm) n’est pas un chemin de 0 à 0)

=
+∞∑
n=0

P(Sn = 0)P(∀m > n (Xn+1, . . . , Xm) n’est pas un chemin de 0 à 0)

=
+∞∑
n=0

P(Sn = 0)P(∀m > 0 (X1, . . . , Xm) n’est pas un chemin de 0 à 0)

donc P(T < +∞) = P(T = 0)
+∞∑
n=0

P(Sn = 0) = P(T = 0)E(
+∞∑
n=0

1{Sn=0})

or E(
+∞∑
n=0

1{Sn=0}) = +∞ si d ≤ 2 d’après le Théorème 1 et P(T < +∞) ∈

[0, 1] donc P(T = 0) = 0 et P(T <∞) = 0 donc P(T = +∞) = 1.

3


